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1. Vorbemerkungen

Aus Riickmeldungen von Schiilern vom Beginn eines math.-naturwissenschaftlichen Studiums!
geht hervor, dass Grundkenntnisse der Figenschaften komplexer Zahlen gewiinscht werden. In
meinen ersten Leistungskursen in den 1980er Jahren hatte ich die (zeitliche) Freiheit, dieses
Thema zu behandeln. Es ging mir dabei nicht um Vollstadndigkeit, sondern um den Einfiihrungs-
prozess, sozusagen die mathematische Schopfung von Objekten mit einer bestimmten Eigenschaft
aus dem, was man bis zu einem bestimmten Punkt gelernt hat. In diesem Zusammenhang wird
auch deutlich, dass die Erfiillung einer spezifischen Eigenschaft, etwa ein negatives Quadrat zu
konstruieren, mit Einschréankungen an anderer Stelle einhergeht.

Zu Beginn meiner Betrachtungen steht eine Ubersicht iiber die algebraischen Eigenschaften der
verschiedenen Zahlenmengen. Danach wird fiir die Losung einer in der Menge der rationalen
Zahlen @ nicht l6sbaren Gleichung eine Korpererweiterung konstruiert. An diesem Beispiel wird
die Vorgehensweise fiir eine entsprechende Erweiterung der reellen Zahlen erkennbar, wenn man
Zahlen sucht, deren Quadrat negativ ist.

Danach werden verschiedene Eigenschaften der komplexen Zahlen zusammengestellt und begriin-
det. Einige geometrische Betrachtungen und Rechenbeispiele folgen ebenfalls.

Es geht hier nicht um Vollstdndigkeit der Ausfithrungen, sondern um eine Moglichkeit, die kom-
plexen Zahlen in einer 9. (oder 10. (G9)) Jahrgangsstufe einzufiithren. Im Differenzierungsbereich
WPII der Klassen 8, 9 (bzw. 9, 10 (G9)) habe ich Gelegenheit gehabt, die vorgestellten Ideen
auszuprobieren. Beispielaufgaben sind als Ubungsaufgaben anzusehen. Aufgaben fiir eine zwei-
stiindige (90 Minuten) Klassenarbeit findet man im Anhang.

Die Vektorraumeigenschaften und das Umformungen von Matrizen wurden in der Sekundarstufe
IT thematisiert. Beispiele dazu sind im Abschnitt Gleichungssysteme angegeben. Vielfach finden
sich derartige Beispiele auch auf den ersten Ubungsblittern der Einfithrungsvorlesungen an den
Hochschulen.

2. Ubersicht iiber die Zahlenmengen

Die Zahlenmengen, die man in der Sekundarstufe I kennenlernt, sind die natiirlichen und die
ganzen Zahlen, dariiber hinaus die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen. Damit erschopft
sich die Kenntnis der Zahlenwelt. Mitunter hért man noch von anderen Zahlen, die man aber
offensichtlich (in der Schule) nicht ,wirklich“ benotigt. Die Erfahrung zeigt aber, dass bereits die
Definition dieser vier Zahlbereiche nicht immer bekannt ist. Daher folgen die Definitionen hier
noch einmal.

1Eine eher physikalische Darstellung und Anwendung der komplexen Zahlen findet man bei [1].
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2.1. Natiirliche Zahlen

Die natiirlichen Zahlen bendtigt man zum Zahlen. Wenn man etwa die Schiiler einer Klasse zéhlt,
so bestimmt man eine umkehrbar eindeutige Funktion zwischen den Personen und einem ersten
Abschnitt der natiirlichen Zahlen?:

IN ={1,2,3,4,5,6,7,8,...} .

Folgende Eigenschaften sollte man kennen:

1. Die natiirlichen Zahlen starten in der Schule im Allgemeinen bei 1, in der Hochschule in der
Regel bei 0. Das ist keine Glaubensfrage, sondern z. B. eine Erleichterung der Betrachtungen
mit natiirlichen Zahlen im Nenner. Vielleicht ist in der Schule diese Erkldrung ganz niitzlich:
Wenn man ein Klassenzimmer 6ffnet und es ist kein Schiiler drin, dann gibt es nichts zu
zéhlen.

Bei einer mengentheoretischen Definition der natiirlichen Zahlen beginnt man allerdings
mit der leeren Menge ) = {}, deren Elementezahl 0 ist. So konnte es ebenfalls in der
Schule erklért werden.

2. Startet man bei 1, so ergeben sich die folgenden Zahlen durch ,Nachfolgerbildung® n’ =
n + 1, d. h. die auf n nachfolgende Zahl n’ ist stets die um 1 erhohte Zahl n + 1.

3. Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen und es gibt eine kleinste, ndmlich 1 (oder eben
0). Genauer gilt sogar: jede nichtleere Teilmenge von IN besitzt ein kleinstes Element (Mi-
nimum). 3

2.2. Ganze Zahlen

Die ganzen Zahlen benétigt man, damit man die Addition sinnvoll durchfithren kann. Wahrend
man in IN zwar addieren kann — die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist wieder eine natiirliche
Zahl —, so kann man die Rechnung aber nicht riickgéngig machen, da die ,,Gegenzahlen® fehlen.
Selbst 32— 14 14sst sich eigentlich nicht rechnen, da 32 —14 = 324 (—14) bedeutet, aber —14 ¢ IN.
Das verrdt man den Schiilern an dieser Stelle nicht. Bei 14 — 32 geht aber schon nichts mehr.

Die ganzen Zahlen enthalten die natiirlichen Zahlen, deren Gegenzahlen und die Zahl Null:
Z={..,-5—-4,-3,—-2,—-1,0,1,234,5,...}.

Folgende Eigenschaften sollte man kennen:
1. Es gibt unendlich viele ganze Zahlen, aber es gibt keine kleinste.

2. Es gibt nicht mehr ganze Zahlen als natiirliche Zahlen, denn man kann die ganzen Zahlen
»abzahlen“:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1 -1 2 =2 3 -3 4 —4 5
3. In der Menge Z kann man alle bekannten Rechenoperationen beziiglich der Addition (+)
durchfithren. Dafiir sorgen die nachstehend aufgefiihrten Rechengesetze fiir (Z,+):

(a+b)+c=a+(b+c) (A)
atb=b+a (K)
a+0=a (N)

a+(—a)=0 (1)

Erlduterungen:

(A) Das Assoziativgesetz besagt, dass mehrgliedrige Summen beliebig geklammert wer-
den konnen; grundséatzlich kann man die Klammern weglassen.

2Die drei Punkte sind in der Mathematik eigentlich nicht korrekt. Eine genauere Definition der natiirlichen
Zahlen ist aber hier nicht das Thema dieses Artikels. In [2] kann man mehr dartiber lesen.
3Diese Aussage ist dquivalent zum Satz iiber vollstdndige Induktion; siehe [3].
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(K) Das Kommutativgesetz besagt, dass das Ergebnis von der Reihenfolge der Sum-
manden unabhéngig ist.

(N) Das Gesetz vom neutralen Element heifit genauer: Es gibt ein Objekt (die Zahl
0) in Z, so dass fir alle a € Z gilt: a + 0 = a. Die Zahl 0 ist das neutrale Element
beziiglich der Addition.

(I) Das Gesetz vom inversen Element heifit genauer: Fiir alle a € Z gibt es ein Objekt
(die Gegenzahl —a) in Z, so dass: a + (—a) = 0. Die Zahl —a ist das inverse Element
zu a beziiglich der Addition.

Die Subtraktion wird nicht benotigt, da a —b = a + (—b) bedeutet: Die Subtraktion ist die
Addition der Gegenzahl.

Man beachte schliellich den Unterschied zwischen ,es gibt ein ... fiir alle ...* und ,fir
alle ... gibt es ein ...“ Man kann sich das mit ,fiir alle Jungen gibt es eine Freundin®
leicht klarmachen.

13

Eine Menge mit einer Rechenoperation, in der die oben genannten Rechengesetze A, K, N
und I gelten, nennt man kommutative Gruppe. Dabei darf allerdings die Rechenope-
ration nicht aus der zugrundeliegenden Menge herausfithren, was bei den ganzen Zahlen
allerdings gegeben ist; man hatte sie gerade so konstruiert.

2.3. Rationale Zahlen

Die rationalen Zahlen benétigt man, damit man die Division sinnvoll durchfithren kann. Wah-
rend man in Z zwar addieren kann — die ganzen Zahlen bilden beziiglich der Addition (+) eine
kommutative Gruppe —, so kann man nicht vollstdndig multiplizieren. Zwar ist auch wieder das
Produkt zweier ganzer Zahlen eine ganze Zahl, die Multiplikation ldsst sich aber nicht riick-
gingig machen, da die ,Briiche“ fehlen. Selbst 28 : 14 l&sst sich eigentlich nicht rechnen, da
28 : 14 = 28 - ﬁ bedeutet, aber ﬁ ¢ Z. Trotzdem kann man sich hier doch noch ganz gut
behelfen, denn 28 : 14 = 2. Bei 14 : 28 geht das aber nicht mehr.

Die rationalen Zahlen bestehen aus allen Bruchzahlen® mit einer ganzen Zahl im Zéhler und
einer natiirlichen Zahl im Nenner:

Q:{%’zelundnelN}.

Folgende Eigenschaften sollte man kennen:

1. Es gibt unendlich viele rationale Zahlen, aber es gibt nicht mehr rationale Zahlen als
natirliche Zahlen, denn man kann die rationalen Zahlen ,,abzéhlen® Die Idee sei hier kurz
dargestellt. °

Betrachtet man die Matrix

a1 a2 a3 G4
21 G22 (23 A24
aszr azz2 asz as4
41 Q42 Q43 Q44

so kann man auf nachstehende Weise alle rationalen Zahlen mit einer natiirlichen Zahl
versehen:

4Bruchzahlen und Briiche kann man identifizieren, obwohl die Begriffe etwas anderes bedeuten. Eine Bruchzahl

[%} stellt die Menge aller Briiche vom gleichen Wert dar. Also etwa [%] = %,%,g,%,...}. Der Name
einer Bruchzahl [%] wird von einem Reprédsentanten der enthaltenen Briiche vergeben. Man wahlt z. B. den

vollstdndig gekiirzten Bruch. Man koénnte aber auch jeden anderen Bruch zur Kennzeichnung verwenden.
Letztlich kann man die Bruchzahlen mit den Briichen identifizieren und schreibt daher einfach Z statt [%]

5In [4] findet man eine recht {ibersichtliche Darstellung der Idee.
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=l
[l
Nl
wiro
=

Beginnt man noch mit der Zahl 0 und wechselt nach jedem Eintrag das Vorzeichen, so wird
der Abzéhlprozess klar.

2. Offenbar sind die ganzen Zahlen und damit die natiirlichen Zahlen in den rationalen Zahlen
enthalten, da sich jede ganze Zahl z € Z als Bruch darstellen lasst.

z
z=—.
1
Es gilt also
NCcZcQ.

3. In der Menge Q* = Q\ {0} kann man alle bekannten Rechenoperationen beziiglich der
Multiplikation (-) durchfithren. Dafiir sorgen die nachstehend aufgefiihrten Rechengesetze

fir (Q*,):

(a-b)-c=a-(b-c) (A)
b=b-a (K)
a-1=a (N)
a~é:1 )

Erlduterungen:

(A) Das Assoziativgesetz besagt, dass mehrgliedrige Produkte beliebig geklammert wer-
den koénnen; grundsétzlich kann man die Klammern weglassen.

(K) Das Kommutativgesetz besagt, dass das Ergebnis von der Reihenfolge der Faktoren
unabhéngig ist.

(N) Das Gesetz vom neutralen Element heifit genauer: Es gibt ein Objekt (die Zahl 1)
in Q*, so dass fir alle a € Q* gilt: a -1 = a. Die Zahl 1 ist das neutrale Element
beziiglich der Multiplikation.

(I) Das Gesetz vom inversen Element heifit genauer: Fiur alle a € Q* gibt es ein Objekt
(den Kehrwert é) in @*, so dass: a - % = 1. Die Zahl % ist das inverse Element zu a
beziiglich der Multiplikation.

Die Division wird nicht benétigt, daa : b = a% bedeutet: Die Division ist die Multiplikation
mit dem Kehrwert.

Man erkennt: Die rationalen Zahlen (ohne Null) @* bilden beziiglich der Multiplikation
eine kommutative Gruppe.

4. Aus den Zahlen zum Zéahlen hat man also durch entsprechende Erweiterung Rechenbereiche
gefunden, in denen man ,wie gewohnt“ rechnen, also addieren und multiplizieren kann.
Allerdings stehen die Gruppeneigenschaften aus Punkt 3 (Seite 3) und Punkt 3 (Seite 5)
zunachst noch isoliert nebeneinander. Die gruppenspezifische Rolle der Zahlen 0 und 1 wird
zwar deutlich, aber einige Gesetze aus Punkt 3 (Seite 5) gelten auch fiir die Zahl 0. Dies
soll im néchsten Abschnitt 3.1 ab Seite 7 betrachtet werden.

2.4. Reelle Zahlen

Die reellen Zahl unterscheiden sich von der algebraischen Struktur her nicht von den rationalen
Zahlen. Dem normalen Benutzer, zumal dem, der mit den endlich vielen Zahlen eines Taschen-
rechners auskommt, wird ohne Weiteres kein Unterschied zwischen den Zahlenmengen bewusst.
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Es gibt allerdings erhebliche Unterschiede. Diese sind topologischer Natur. Da die Eigenschaften
der reellen Zahlen nicht einfach zu begriinden sind, weil sie weitergehende Begriffsbildungen
erfordern, méchte ich hier nur die wesentlichen Punkte nennen.

Ersten Kontakt mit der Unzulénglichkeit der rationalen Zahlen zur Beschreibung von Zahlen mit
gewissen Eigenschaften bietet etwa die Fragestellung ,,Welche (positive) Zahl ergibt zum Quadrat
genau die Zahl 27% Man sucht also die positive Losung der Gleichung 22 = 2.

VerhéltnisméBig leicht kann man feststellen, dass es keine Bruchzahl gibt, die die Gleichung er-
fillt. Einleuchtend ist ferner, dass diese ,,neuen“ Zahlen eine nicht-abbrechende, nicht-periodische
Dezimalbruchdarstellung haben miissen, denn alle Bruchzahlen lassen sich in einer abbrechenden
oder schlielich periodischen Dezimalbruchdarstellung angeben. Beispiele:

1
55 = 0.04 (1)

% — 0749857 )

V2 =1,4142135623 . .. (3)

genauer: 1,4142135623 < v/2 < 1,4142135624 (4)

Erlauterungen:
(1) 25 ein Teiler von 100; daher bricht das Divisionsverfahren 1 : 25 ab (Rest 0).

(2) 7 ist kein Teiler einer Potenz von 10. Die Division muss also in einer Periode enden, denn
spétestens nach 6 Schritten sind bei der Division 1 : 7 alle moglichen Reste (1, 2, 3, 4, 5
oder 6) verbraucht.

(3) Als irrationale (nicht-rationale) Zahl besitzt /2 weder eine periodische noch eine abbre-
chende Dezimalbruchdarstellung. Daher ist es nicht moglich, diese Zahl in dieser Weise zu
notieren.

(4) Es ist aber moglich, die Zahl durch eine Folge von Ungleichungsketten zu beschreiben
— sogenannte Intervallschachtelungen — letztlich also durch Grenzprozesse rationaler
Zahlen.

Eine genauere Betrachtung der Definitionen kann ich hier nicht weiter verfolgen, ohne das Ziel
komplexe Zahlen aus dem Blick zu verlieren. Ich méchte jedoch noch auf nachstehende wichtige
Eigenschaften und Zusammenhédnge hinweisen, die fiir ein weitergehendes Verstindnis fiir die
reellen Zahlen erforderlich erscheinen.

1. Reelle Zahlen kann man verstehen als Menge der durch eine Intervallschachtelung be-
schreibbaren Zahlen, sogenannte innere Zahlen einer Intervallschachtelung:

R = {x | x ist innere Zahl einer Intervallschachtelung} .

2. Da sich die rationalen Zahlen ebenfalls iiber Intervallschachtelungen beschreiben lassen,
ergibt sich folgende Teilmengenbeziehung;:

NcZcQcCR.

3. Die nicht-rationalen (irrationalen) Zahlen erweitern die rationalen Zahlen zu den reellen
Zahlen:

R=QuU {x | T ist Irrationalzahl} .

4. Das Standardbeispiel fiir eine Irrationalzahl ist natiirlich V2. Sehr schnell stellt man fest,
dass es unendlich viele Irrationalzahlen geben muss. Nicht mehr schnell einsichtig scheint die
Aussage, dass die Irrationalzahlen alleine schon ,,mehr* Zahlen darstellen als die rationalen
Zahlen. Das ist genau der Zuwachs an (topologischen) Eigenschaften der reellen Zahlen
gegeniiber den rationalen Zahlen:
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a) Die Menge der rationalen Zahlen ist dicht, d. h. zwischen je zwei rationalen Zahlen
liegt eine weitere — z. B. der Mittelwert der gewéhlten rationalen Zahlen.
Das bedeutet aber keineswegs, dass man iiber diese Vorstellung alle denkbaren Zahlen
erwischen kann, denn die irrationalen Zahlen bleiben auflen vor: es bleiben noch un-
endlich viele ,Locher® iibrig, die sogar noch héufiger sind als die der dicht liegenden
rationalen Zahlen.

b) Durch die Konstruktion mit den Intervallschachtelungen weden alle Liicken geschlos-
sen; die Menge der reellen Zahlen ist vollstandig.

¢) Eine Begriindung der erwiihnten Uberabziihlbarkeit der reellen Zahlen, (d.h., man
kann sie nicht mittels der natiirlichen Zahlen nummerieren) kann man unter [5] als
CANTORS Diagonalargument nachlesen. 6

3. Der Korper der rationalen Zahlen

3.1. Die Addition rationaler Zahlen

Die Rechengesetze der ganzen Zahlen fiir die Addition (vergleiche Punkt 3 auf Seite 3) gelten auch
in der Menge der rationalen Zahlen. Es sind die iiblichen Rechengesetze, die man im Rahmen
der Bruchrechnung gelernt hat.

Zum Beipiel gilt fiir das Kommutativgesetz (K):
21| %2 21M9 + 29Ny

ni n2 ning
Zon1 + z1N2

nang
22 21
n2 ni )

Die Kommutativgesetze der ganzen Zahlen beziiglich der Addition und ebenfalls auch der Mul-
tiplikation tibertragen sich auf die Bruchzahlen. Entsprechend kann man das Assoziativgesetz
nachrechnen.

Fiir das neutrale Element etwa gilt:

z
Z40=242
n+ n 1

z-14+0-n

das scheint sehr einleuchtend zu sein, es werden aber einige wichtige Eigenschaften der Multipli-
kation ganzer Zahlen mit den Zahlen 0 und 1 benétigt. Dabei ist die Zahl 1 das neutrale Element
der Multiplikation, die Zahl 0 aber gehort nicht ,richtig“ zur Multiplikation. In der Tat wird
fiir die Gleichung 0 -n = 0 ein Gesetz benétigt, welches die Multiplikation und die Addition
miteinander verbindet, das Distributivgesetz.

Fiir alle rationale Zahlen a,b,c gilt das Distributivgesetz:
a-(b+c)=a-b+a-c. (D)

Ein Produkt einer speziellen Form kann in eine Summe verwandelt werden. In der Schule stellen
die meisten Ubungsaufgaben Beispiele fiir die Anwendung des Distributivgesetzes dar. Dazu

6Es gibt also verschiedene Stufen der Unendlichkeit. Ob es zwischen der Anzahl der Elemente (sog. Michtigkeit)
der natiirlichen Zahlen und der der reellen Zahlen noch weitere Stufen der Unendlichkeit gibt, kann man nicht
entscheiden. Weiterfithrende Informationen fir Interessenten finden sich unter dem Stichwort KurRT GODEL.
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gehort etwa das Zusammenfassen mehrgliedriger Terme 4a+ 5a = 9a, das Ausmultiplizieren ((D)
von links nach rechts), das Ausklammern ((D) von rechts nach links), die binomischen Formeln
und so weiter.

3.2. Alle Rechengesetze in der Menge der rationalen Zahlen

Stellt man nun alle Rechengesetze fiir rationale Zahlen zusammen, so ergibt sich folgende Uber-
sicht:

Fiir alle a,b,c € Q gilt:

(a+b)+c=a+(b+c¢) (a-b)-c=a-(b-c) (A)
a+b=b+a a-b=b-a (K)
a+0=a a-1=a (N)

a+(—a)=0 a~2:1 (a #0) Q8]
a-(b+c)=a-b+a-c (D)

Wegen der Giiltigkeit der notierten Rechengesetze sagt an auch: die Menge der rationalen Zahlen
Q ist ein Korper. Die wesentliche Idee dabei ist, dass man 2 Rechenoperationen hat, die Addition
und die Multiplikation und mindestens zwei Elemente, namlich 0 und 1, so dass die Gesetze A,
K, N, I jeweils fiir die beiden Rechenoperationen gelten; dazu kommt das Gesetz D.

Fiir die reellen Zahlen dndert sich algebraisch nichts. Das heif3t, die reellen Zahlen bilden ebenfalls
einen Koérper. Nicht ganz einfach ist es aber, die Rechengesetze zu iibertragen, was aber wiederum
mittels des Konzepts der Intervallschachtelung moglich ist. Die Konstruktion ist mit der Addition
und Multiplikation vertréglich.

Fazit
e Die Menge der rationalen Zahlen Q ist ein Korper.
e Die Menge der reellen Zahlen R ist ein Korper.
e QCR

o Die Menge der reellen Zahlen ist (algebraisch) eine Erweiterung des Korpers der rationalen
Zahlen mit allen Irrationalzahlen.

Das Konzept der Erweiterung eines Koérpers um Objekte, die man etwa fiir die Losung einer
Gleichung benétigt, bestimmt im Folgenden das Vorgehen. Man kann die reellen Zahlen so mit
zu konstruierenden Objekten erweitern, dass man auch negative Quadrate findet.

3.3. Die Rolle der Zahl Null bei der Multiplikation

Damit man sieht, dass man die Zahl Null eine Besonderheit im Zusammenhang mit der Multi-
plikation darstellt, mochte ich hier noch einige Beispiele hinzufiigen.

1. Fiir alle a € Q gilt:

a-0=0. (5)

Begriindung:
a-0=a-(0+0) (N)
=a-0+a-0. (D)

0 =0+ 0, da 0 das neutrale Element der Addition (N) ist. Die Anwendung des Distribu-
tivgesetzes (D) zeigt, dass a - 0, das neutrale Element der Addition (also 0) sein muss, da
nur dieses die Eigenschaft hat, bei der Addition Zahlen nicht zu veréndern.
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2. Die Zahl 0 besitzt beziiglich der Multiplikation kein inverses Element — kurz:
Man kann nicht durch Null dividieren.

Begrindung: Nehmen wir an, es gibt x € Q, welches das inverse Element zu 0 ist. Dann
folgt einerseits aus (I) 0- 2 = 1, was aber zu (5) im Widerspruch steht, da 1 # 0 in Q.

3. Fir alle a,b € Q gilt:
a-b=0<=a=0o0derb=0.

Begriindung;:
<= Wenn a = 0 oder b = 0, dann folgt aus (5) a-b=0.

»=": Sei a-b=0und b # 0. Dann folgt

a-b=0
1 1
B =02 b#0
(ab) 3 =03 (h#0)
1
a (b b) =0 (A) und (5)
a-1=0 M
a=0 (N)
4. Hinweis: Die Aussagen gelten sinngeméf auch fiir reelle Zahlen.
4. Eine Korpererweiterung fiir Q
4.1. Problemstellung und Losung
Betrachten wir in der Menge der rationalen Zahlen die Gleichung
=2, (6)

Diese Gleichung besitzt in @ keine Losung, da die Zahl /2 € IR\ @; sie ist irrational.

Wenn man nun eine Menge aus den rationalen Zahlen konstruieren mochte, in der die Gleichung
(6) eine Losung besitzt, so bietet sich folgende Definition an:

Q(v2) ={a+b-v2|apea}.

Das liest man als ,Q adjungiert /2 “
Offenbar hat (6) eine Lésung in Q (v/2), denn

VZ=0+1-v2eQ(V2).

Ferner wird in keiner Weise die algebraische Struktur gestort, denn @ (\/5) ist ein Korper. Der
Nachweis folgt im néchsten Abschnitt 4.2.

4.2. Die Korpereigenschaften von Q (\/ﬁ)

4.2.1. Definition der Addition und Multiplikation

1. Die Addition sei zundchst einmal als @ geschrieben. Spéter kann man die Unterscheidung
wieder weglassen.

Fiir alle aq,b1, as,bs € Q sei definiert

(a1+b1~\/§)@(a2+b2-\f2) = (a1 +az) + (by +by) - V2.
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Das Ergebnis ist von der Form a + b - \/5, also ein Element von @ (\/?) 7

2. Die Multiplikation sei zunéchst einmal als ® geschrieben. Spéater kann man die Unter-
scheidung wieder weglassen.

Fiir alle aq,b1, a2, by € Q sei definiert
<a1 + by - \/5) ® (0,2 + by - \/E) = (a1a2 + 2b1b2) + (a162 + b1(l2) . \/5

Das Ergebnis ist von der Form a + b - v/2, also ein Element von Q (\/5) 8

Ein einzelner Nachweis aller Korpereigenschaften ist natiirlich teilweise mithsam, soll aber hier
trotzdem vollstdndig durchgefiihrt werden, um zu zeigen, wie sich die GesetzméBigkeiten von den
rationalen Zahlen in die neue erweiterte Menge iibertragen.

4.2.2. Nachweis der Gruppeneigenschaft der Addition

Im Folgenden seien ay,a2,a3,b1,b2,b3 € Q.
1. (A®):

(a1+b1~\/§>@((a2+b2-\/§>€9(a3+b3~\@>)

= (a1+b1'\/§)@((a2+a3)+(b2+bs)'\/§>
= (

a1 + (ag +az)) + (b + (ba +b3)) - V2 (Ain (Q,+))
= ((a1 + a2) + as) + ((b1 + b2) + b3) - V2
(a1 +az) + (b1 + 2) f) <a3 + b3 - \/§>

( b
:<a1+b1 ) (a2+b2 ))@(a3+bg~\@)
2. (K,@):
(al—i—bl-\@) &3] (a2+b2‘\/§> = (a1+az)+(b1+b2)‘\/§ (K in (Q,+))
:(a2—|—a1)+(b2—|—b1)-\/§
= (a2+b2‘\/§)@(al+bl'\/§>

3. (N,®): Das neutrale Element ist 0+ 0 - V2eQ (\/i), denn

(a1+b1-\/§)@(0+0-\/§) = (a1 +0)+ (by +0)- V2 (N in (@,+))
=a; +b V2

4. (L®): Zu aq + by - V2 lautet das inverse Element (—ay) + (—b1) - V2 € Q (v2), denn

(@ +61-v2) & (=) + (=b1) - V2) = (@1 + (—an) + (bs + (=b1)) - V2 (Lin (@.+))
=0+0-Vv2

“Im Grunde erfolgt die Definition so, als wire @ das gleiche wie +, man fasst zusammengehérige Teile (kompo-
nentenweise) zusammen: (a1 + b1 - \/5) + (ag + by - \/5) = (a1 + a2) + (b1 + b2) - V2.
8Im Grunde erfolgt die Definition so, als wire ® das gleiche wie ,, - “, man fasst zusammengehéorige Teile zusam-

men: (al + b1 - \ﬁ)‘(az + b2 - \/5) = a1a2+a1b2\/§+b1a2\/§+blb2\@2 = (araz + 2b1b2)+(a1bs + braz)-Vv/2.

10
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4.2.3. Nachweis der Gruppeneigenschaft der Multiplikation

Sei a;+b;-vV2 € Q (\/5) \ {0 +0- \/5} fir i € {1,2,3}; in Worten: a;, b;, ... sind nicht gleichzeitig
Null. Die Gesetze gelten zunédchst nicht fiir das neutrale Element der Addition in @ (\/?) Die

Gesetze A, K und N lassen sich dafiir aber einzeln nachweisen. Das Gesetz I gilt aber nicht fiir
das neutrale Element der Addition in Q (v/2).

1. (A,0):

(a1+b1~\/§) ® ((a2+b2~\f2) ® (a3+b3'¢§))

= (al + by - \/§> ©) ((a2a3 + 2b2b3) + (azb3 + boas) - \/5)

= (a1 (agas + 2babs) + 201 (azbs + baas)) + (a1 (agbs + baas) + by (agas + 2b2b3)) - V2

= (a1agaz + 2a1babs + 2byagbs + 2b1byas) + (a1asbs + arbyas + bragas + 2b1bobs) - V2
((arag + 2b1bs) as + 2 (a1by + bras) bs) + ((a1az + 2b1bs) bs + (arbs + bias) as) - V2
((alaz +2b1b2) + (a1b + brag) - \/5) O] (a3 + b3 - \/5)

a; + by - )@(a2+b2‘\/§>)®(ag+b3‘\/§>

2. (K,0):

(a1 + by - \/é) © (ag + by - \/5) = (a1az + 2b1b2) + (a1b2 + blag) V2
= (agay + 2bgby) + (baay + azby) - V2
= a2+b2'\/§>@<a1+b1'\/§)

o~ o~

3. (N,®): Das neutrale Element? ist 1+0-v/2 € Q (v/2), denn

(1401 v2) © (140 V2) = (a1 - 1421 - 0)+ (a1 -0+ by 1) - V2
=aj + by - V2

4. (I1,®): Zu a; + by - v/2 lautet das inverse Element

a \feQ(\f)

at — Qb% - 2b2

9 Das neutrale Element kann man so fiir einen Ansatz berechnen:
(a1+b1~\/§) . (x+y~\/§) =a1+b-V2
(a1 + 2b1y) + (a1y + b1z) - V2 = a1 + b1 - V2
Also muss gelten:
a1z + 2b1y = a1
a1y +bix = b

arbix + 2b1b1y = a1by
ara1y + brajx = bray

(267 —a?) -y =0 (262 — a2 #0)
y=0

a1biz = a1by (a1b1 #0)
=1

Falls Qb% — a% = 0 und a1 = 0, so folgt by = 0 (und umgekehrt) im Widerspruch zur Voraussetzung, da ai
und b nicht gleichzeitig Null sein diirfen. Ferner folgt aus 2b2 — a1 =0 der Zusammenhang a1 = by - V2, was
wegen der Irrationalitit von v/2 in @ nicht gilt. Mithin ist a1b; # 0 und 2b2 - al # 0 erfiillt.

11



4. FEine Korpererweiterung fiir Q

Wie in der FuBlnote 9 auf Seite 11 soll zunichst einmal das inverse Element (einfach)
berechnet werden. Danach konnen die Eigenschaften gepriift werden. In Fufinote 9 wird
auch gezeigt, dass 2b? — a? # 0 ist.
Hier lautet der Ansatz:
(a1+b1-\/§> : (:c+yx/§) =140-V2
(a12 + 2b1y) + (a1y + b1z) - V2 =1+0-V2
Also muss gelten:
a1z + 2by =1
a1y +bix=0
alblx + 2b1b1y = b1
a1a1y + brayx =0

(Qb? —a%) y=b

b1 _ =h
(AT TS
a1y
b
- aiby
T —ad) b
ai ai

202 —a?  a? — 2b?
Alternativ kann man auch so vorgehen:

(a1+b1-\@)-(x+y-\/5):1+0-\@

14+0-v2
Tty V2=
v ai + by - \[

1+0-vV2 a1 —b1-V2
ap+b1-vV2 a;—b V2

a; — by V2
T2

aq _bl
p— . 2
2ot V2

Jetzt priifen wir, dass das berechnete Element tatséchlich das inverse Element ist:

ai —by
by - 2) V2
(ar+61-v2 @<a§_2b§+a§_2b§ f)

aq —by —by ay
(“1 TR 1a§2b§)+(a1a§2bg+ 1a§2b§) V2
— 202
= 0-
praTE +0-v2

:1+0~f

12
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4.2.4. Nachweis des Distributivgesetzes (D)

(v

+00v2) 0 ((a+b2- V) @ (a3 + b5 - v2))

ax
(a1 +b1 - ) ((GQ +ag) + (b2 + b3) - \/ﬁ)
= (a1 (az + ag) + 2by (ba + b3)) + (a1 (ba + b3) + b1 (a2 + a3)) - V2
= (a1as + aras + 2b1by + 2b1b3) + (a1by + arbs + brag + bras) - V2
= ((araz + 2b1b2) + (a1as + 2b1b3)) + ((a1bz + braz) + (a1bs + bias)) - V2
(aras + 2b1b2) + (a1by + bras) - \/§> & ((a1a3 + 2b1b3) + (a1bs + bias) - \@)

:(a1+b1~\f)@(a2+b2-\f2)@(a1+b1~\/§)@(a3+b3-¢§)

Hier wird in besonderem Mafle von den Koérpereigenschaften der rationalen Zahlen in den ein-
zelnen Komponenten (Summanden mit und ohne Faktor v/2) Gebrauch gemacht.

4.3. Fazit und Beispiele

An den vorausgegangenen Betrachtungen kann man erkennen, dass Korpererweiterungen eine
Moglichkeit aufzeigen, Losungen fiir Gleichungen anzugeben, die bis dahin in der zugrunde lie-
genden Menge nicht l6sbar sind. Diese Korpererweiterungen laufen {iber bekannte Rechenregeln
ab, so dass letztlich eine Unterscheidung der Addition oder Multiplikation in der Grundmenge @
und der Addition oder Multiplikation in der erweiterten Menge nicht erforderlich ist: man kann
so rechnen ,wie man es gewohnt ist“. Von daher kann auf die spezielle Schreibweise @ oder ®
verzichtet werden.

Zur Ubung kann man ja die Aufgaben nachrechnen.

Gegeben seien

a=3-2-v2 b:—2—§~\/§

2
c:27+%~\/§ d:f2,ﬁ+é-\/§
e=-—6+0-v2 f=0+1-V2

Rechne nach. s 491
1.a+bc-—7—7 V2
2.a+b+c+d+e+f—%—% V2

7240 4837
3.a—(b—|—c)d—e:@—ﬁ-\/§

1
4. c+e:21+§~\@

5. c+f:24+%-\/§

6. ce=—162—2-V2

7. cf:§+27~f2

8. (m+y-\/§)2::102+2my-\/§+2y2:(x2+2y2)+2my-\/§
9. (z—y-V2) (z+y-v2) =22 -2y

13



5. Konstruktion der komplexen Zahlen
5. Konstruktion der komplexen Zahlen

5.1. Problemstellung

/2 ist keine rationale Zahl, wire aber ganz niitzlich zur Losung der (quadratischen) Gleichung
22 =2 (lL:{f, —ﬁ}) .

Nun lasst sich die Gleichung zwar nicht in ®, jedoch in @ (\/i) losen.

In der Menge der reellen Zahlen gibt es auch (quadratische) Gleichungen, die keine Lésung haben,
da das Quadrat reeller Zahlen stets grofier oder gleich 0 ist.

Betrachten wir die Gleichung
2

- =-1,
dann gibt es in IR keine Losung. Wenn es aber ein Objekt!'? 5 gibt!! mit
i?=—1 (i ¢ R),
dann sollte fiir die Lésungsmenge gelten:
IL={i —i}.
Wir basteln jetzt ein solches 1.
5.2. Basteln nach Vorlage
Grundmenge Q IR
Gleichung 22 =2 22 =-1
Losungsmenge L={v2, —v2} IL={i—i}
Kérpererweiterung | Q (v2) = {a+b-v2 | ab € Q} C = {(alb) ’a7b € R}
Addition (a1 + b1 - V2) + (a2 + b2 - V2) (a1]b1) + (az|bs)
= (a; +az) + (by + by) -2 = (a1 + az)b1 + b2)
Multiplikation (a1 + by - \/5) . (ag + by - \/5) (a1|b1) - (az|b2)
= (a1az+2b1bs) + (a1be + braz) - V2 | = (a1az—1bibs|aibs + braz)

Statt der Summe a+b-+/2 mit a,b € Q verwendet man nun Zahlenpaare (a|b) mit a,b € R in der
Definition. Der Grund liegt darin, dass man das Objekt ¢ erst dann verwenden kann, wenn man
seine Existenz nachgewiesen hat. Allerdings kénnte man umgekehrt statt a + b - /2 auch (kiirzer
und letztlich effektiver) (a|b) schreiben!'?. Da man immer auch den Kontext der Betrachtungen
klar formulieren muss, ergibt sich keine Verwechslungsgefahr.

Die Addition wird wieder genau wie vorher ,komponentenweise“ vorgenommen. Der wichtige

Eingriff erfolgt an der Stelle, wo sich das Quadrieren auswirkt: es soll sich ja analog zu \/52 =2
gerade i2 = —1 berechnen lassen.

10Dem Objekt geben wir den Namen 4 wie ,,imaginire Zahl“ Der Name i dient der einfacheren Beschreibung der
gewlinschten Eigenschaften. Einen Sinn bekommt das Objekt erst durch den Nachweis seiner Ezistenz.

HVergleiche mit v/2 Z Q, aber \/52 =2€cQ.

12Man vergleiche das mit der Schreibweise in der Vektorrechnung, wo die Koordinaten eines Vektors genau die
Zahlen sind, mit denen man die Basisvektoren (hier vergleichsweise 1 und \/5) multiplizieren muss, um den
Vektor zu erhalten.

14
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5.3. Der Korper der komplexen Zahlen

Die Menge C ist mit der Addition und der Multiplikation ein Koérper (vergleiche 3.1 Seite 7).

Die Rechengesetze wurden bereits exemplarisch in 4.2 Seite 9 ausfithrlich und vollstdndig herge-
leitet. Daher mochte ich an dieser Stelle darauf verzichten.

Wenn die Konstruktion der komplexen Zahlen abgeschlossen ist, erscheint es sinnvoller, Rechen-
beispiele vorzufithren.

5.4. Die Zahl ;

Fassen wir noch einmal die Definition von € mit der zugehorigen Addition und Multiplikation
zusamimen:

1. Menge der komplexen Zahlen: € = {(ab) |a,b € R}
2. Addition: (aq]by) + (a2|b2) = (a1 + az|by + b2)
3. Multlphkatlon (a1|b1) . ((12“)2) = (a1a2 — ble‘(leQ + blag)

Man stellt nun fest, dass

(710) + (5]0) = (12/0) ;
(710) - (5]0) = (35[0) .

Allgemein (fir alle aq,b; € R):

(a1]0) + (az2|0) = (a1 + az2|0) ;
(a1]0) - (a2]0) = (a1aa —0-0la; -0+ 0+ az) = (ajaz2|0) .
Das bedeutet, dass die Menge der reellen Zahl in der Menge der komplexen Zahlen mit der
vorgegebenen Addition und Multiplikation genau durch die Zahlenpaare der Form (z|0) fiir alle

x € R dargestellt werden konnen.

Daher schreibt man®3:

x = (z]0) .

Dann kann man weiter schreiben:

1. Das neutrale Element der Addition ist (0]0), also
(010) =0.
2. Das neutrale Element der Multiplikation ist (1|0), also

(1j0) =1.
Dariiber hinaus gibt es das Element (0|1). Fiir dieses berechnet man

(0[1)* = (0[1) - (0]1)
=0-0—-1-10-1+1-0)
= (~1/0)

=1
Man erkennt somit, dass es eine komplexze Zahl gibt, ndmlich (0|1), deren Quadrat die reelle Zahl

—1 darstellt. (0|1) ist keine reelle Zahl.

Definiert man nun zur Abkiirzung
(0[1) =1,

13Man nennt das Identifikation.
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5. Konstruktion der komplexen Zahlen

dann gilt
it =—1.

Ferner erhélt man fiir alle y € R (also fiir alle reellen Zahlen y):

iy=i-y=(0[1)-y
= (0[1) - (yl0)
—(0-y—1-0[0-041-y)
= (Oly)

Fiir jede komplexe Zahl gilt daher:

(zly) = (2]0) + (Oly)
=x+y

und
C:{x—l—iy‘x,yelR}.

5.5. Erganzungen
5.5.1. Real- und Imaginarteil

Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy € C definiert man:
1. 2 € R heifit Realteil von z: x = R(z). 1
2. y € R heifit Imaginérteil von z: = J(z).

3. Beachte, der Real- bzw. Imaginérteil einer komplexen Zahl z ist eine reelle Zahl. Es gilt
fiir alle z € €
z=R(2) +iS(2).

4. Ist R(z) =0 fiir z € C, so heiBit z rein imaginér.
5. Ist $(z) = 0 fiir z € C, so stellt z eine reelle Zahl dar.
Beispiele:

1. z=—4+6i; R(z) = —4 und I(z) = 6.
2. z=—4; R(z) = —4 und I(z) = 0.

3. 2 =06i; N(2) =0 und J(z) = 6.

4. Zeige: S(z-R(2)) =R (z- S (2)).

Sei z = x + iy € C. Dann gilt einerseits:

R (x2 —|—iy:£)
yr = 1Y

Andererseits:

=R((z+iy)y)
=R (zy + iy°)

=2xy.

14Falls einem die Zeichen R oder & nicht zusagen, besteht auch die Moglichkeit, Re oder Im zu schreiben. Ich
habe mich hier an die WTEX-Darstellung mit den Befehlen \Re und \Im gehalten.
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5.5.2. Einfaches Rechnen mit komplexen Zahlen

Nach den gegebenen Betrachtungen kann man als Fazit formulieren, dass mit den komplexen
zahlen genau so gerechnet werden kann, wie man das aus dem Schulunterricht mit (reellen)
Zahlen gewohnt ist. Das einzige, was man beachten muss, ist die Gleichung

i*=-1.

Beispiele:
1. a) 35+ @8 —17)=B+8|5+ (—17)) = (11| — 12)
b) 3+4+5i)+(8—17i)=3+5i+8— 17t =11 —12¢
2. a) 35 -8 —-17)=(3-84+(=5)-(-17)|3-(-17)+5-8) = (109| — 11)
b) (34 5i) (8 —17i) =24 —51i+40i — 85 - (—1) = 109 — 114

5.5.3. Potenzen von

=1
i?=-1
i3 = —i
it=1

i, falls nmod4 =1

n —1, falls nmmod4 =2
- —i, falls n mod 4 =3
1, falls mmod4 =20

Beispiele:
1. 4357 = —i, denn 367 mod 4 = 3, da 367 = 91 -4 + 3.
3i-4i-5i-i=60
20-8i+4i=—-16+4i
(i) = (=) (=) = -1
== (i) == (-1) =1

A

5.5.4. Binomische Formeln
(x+ iy)? = 2% + 2izy + (iy)® = 2% + 2izy — y?
(x — iy)? = 2% — 2ixzy + (—iy)2 =22 — 2izy — y?
(@ +iy) (x —iy) = 2° — (—iy)* = 2 + ¢

Hinweis: Der Term 22 + y? lisst sich in IR nicht faktorisieren, allerdings in C.

Der Term z? — 32 liisst sich in R faktorisieren (3. binomische Formel: 2% — y? = (z + y) (z — v)),
damit allerdings auch in C, denn IR C C.

Beispiele:
L (1—d)'=1-1i)
2. (1—i)’=(1-i)=1-2i—1=-2i
3. (1—i) =—=2i-(1—i)=—2—2
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6. Komplexe Zahlen in der Geometrie

4. (1—i)' = (=2i)% = -4
5. (1—d)° =—4-(1—i)=—4+4i
6. (1—0)°=(—2-2))> =448 —4=4i

5.5.5. Division komplexer Zahlen

Bei der Division muss man einen Trick verwenden, der dem Rationalmachen des Nenners bei der
Verwendung von Wurzeln entspricht. Letztlich ist es eine Anwendung der 3. binomischen Formel,
denn diese liefert als Ergebnis eine reelle Zahl.

ai +iby a1 +1iby  as —ibgy

a2+ib2 o a2+ib2 ' as —ibQ
_ (alag + blbg) +1 (b1a2 — a1b2)
a% + b3
_aiag +biby . braz —aiby
a3+ b3 Al + b2

Beispiel:
3— 4 3—4i 9-—18i (3 —4i) (9 — 184)

9+ 18i 9+18i 9—18i (9 18i) (9 — 18i)
27 — 54i —36i — 72 —45 — 90i

81 + 324 © 405
—45 —90. 1 2
205 "5 99

6. Komplexe Zahlen in der Geometrie

Da die komplexen Zahlen als Paare reeller Zahlen definiert sind, kann man jede komplexe Zahl
z = (x|y) = = + iy in einem Koordinatensystem!® darstellen. Auf der z-Achse triigt man den
Realteil und auf der y-Achse den Imaginérteil der komplexen Zahl z auf. Vergleiche dazu die
Abbildung 1 auf Seite 19.

Jeder komplexen Zahl z = (z|y) entspricht dann ein Vektor, der durch den Pfeil vom Nullpunkt
(0]0) zum Punkt mit den Koordinaten (x|y) représentiert wird. Man identifiziert die komplexe
Zahl z mit diesem Vektor. 16

6.1. Geometrische Darstellung der Addition komplexer Zahlen

Die Addition komplexer Zahlen stellt sich wie die Addition von Vektoren dar: Man héngt die
Vektoren so aneinander, dass der Anfang des 2. Vektors am Ende des 1. Vektors liegt. Dann
weist der Summenvektor vom Anfang des 1. Vektors bis zum Ende des 2. Vektors (Abbildung 1
auf Seite 19).

Beispiel fiir die Addition:

21+ 2 = (13) + (=4 - 2)
=(1+3i) + (-4 — 2i)
=343
= (=301

5Das Koordinatensystem nennt man auch GAusssche Zahlenebene; siehe dazu [6].

16Dieser Vorstellung liegt die Tatsache zugrunde, dass jeder Korper iiber sich selbst einen Vektorraum darstellt.
Speziell ist € ein 2-dimensionaler IR-Vektorraum. Die (kanonischen) Basisvektoren sind 1 und i. Die Betrach-
tungen mdochte ich hier aber nicht weiter ausfithren. N&heres dazu findet man etwa in [7].
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z2

22

—z1

22— %1

Abbildung 1: Die GAUSSsche Zahlenebene und die Addition zweier komplexer Zahlen

Beispiel fiir die Subtraktion:

20—z = (—4] - 2) — (113)
= (—4—2i)— (1+30)
=—-5—"5¢
— (5] - 5)

6.1.1. Der Betrag einer komplexen Zahl

Es gibt fiir komplexe Zahlen keine Grofler- (>) oder Kleiner-Relation (<) wie etwa in der Menge
der reellen Zahlen'”. Das ist leider der Preis fiir den Wunsch, dass es komplexe Zahlen gibt, deren
Quadrat negativ ist.

Was bleibt ist — geometrisch gesehen - im Wesentlichen der Abstand der Zahl vom Nullpunkt,
letztlich die Lénge des Pfeils, der die komplexe Zahl beschreibt: der Betrag der komplexen Zahl.
Dieser lédsst sich mit dem Satz des Pythagoras berechnen:

2] = |z + iyl = Va? +y?;
2] = Vzz* = /(& +iy) (x —iy) = Va2 + 2.

Dabei bedeutet z* = x —iy die an der a-Achse (= R-Achse) gespiegelte komplexe Zahl z = x +iy.
Man nennt die Zahl z* die zu z konjugiert komplexe Zahl (siche Abbildung 1 auf Seite 19).

17Siche 6.1.2 auf Seite 20

19



6. Komplexe Zahlen in der Geometrie

Beispiele fiir den Betrag einer komplexen Zahl:

1(13)] = |1+ 3i| = V12 + 32 = V10
1(13)] = v/ (1 +30) (1 = 3i) = V12 + 32 = V10

(~4] =) = |4 - 2i] = /(-4 + (-2 = V20

6.1.2. In C gibt es keine < -Relation.

Im Folgenden mochte ich zeigen, dass es keine <-Relation (Vergleichsbeziehung) in der Menge
der komplexen Zahlen € geben kann, die mit der aus der Menge der reellen Zahlen R bekannten
< -Relation vergleichbar ist.

Zunéchst notieren wir die GesetzméfBigkeiten, die bekanntermafen in IR gelten.

Seien a,b,c € R. Dann gilt

a<boderb<a (7)
a<bundb<a=a=0> (8)
0<aund0<b=0<a-b 9)

a<b=a+c<b+c (10)

Nun zeigen wir, dass diese Gesetzmafigkeiten in € nicht erfiillbar sind.

Nehmen wir also an, dass es eine Ordnung gibt, die den Gesetzen (7), (8), (9) und (10) gentigt.
Dann gilt fiir die Zahlen 0 und ¢ wegen (7)

0<7ioderi<O0. (11)
Nehmen wir an, es gilt 0 < i. Dann gilt nach (9)
0<i?=—-1. (12)

Dies ist zunéchst einmal kein Widerspruch, weil die Relation ,<* in € ja grundsétzlich ganz
andere Eigenschaften haben kann als man gewohnt ist.

Und noch einmal mit (9) und (12)
0< —1-i=—i. (13)
Erneute Multiplikation mit 0 < 4 liefert
0<1. (14)
Aus der Gleichung (12) folgt durch Addition von 1 auf beiden Seiten nach (10)
1<0. (15)

Hieraus folgt zusammen mit (14) und (8), dass 1=0 ist.

“

Dies kann allerdings in keinem Zahlenkorper, in dem die dargestellten Rechengesetze fir ,+
und ,, - “ und das Distributivgesetz gelten, auftreten, da mindestens 1 als neutrales Element fiir
die Multiplikation und 0 als neutrales Element fiir die Addition existieren miissen und fiir jedes
von 0 verschiedene Element ein inverses Element beziiglich ,, - “ existieren muss, also immer 1 #£ 0
sein muss.

Der andere Fall von (11) ¢ < 0 fiihrt in entsprechender Weise zum Widerspruch.

6.2. Geometrische Darstellung der Multiplikation komplexer Zahlen

Man kann sich der geometrischen Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen in einzelnen
Schritten ndhern.
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6. Komplexe Zahlen in der Geometrie

6.2.1. Die Funktion f(z) =1z
i (344i) = —4+3i
f)=i-z=1i (z+iy) =—y+iz
Die Funktion f(z) = - z stellt also eine Drehung um 90° = Z dar (Abbildung 2). '*

1z 3T

| | | | | 0 |
[ T T T T J T

=5 =4 =3 =2 -1 ji 1 2 3 4
—1

Abbildung 2: Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen; die Funktionen f(z) = i -z (oben)
und f(z) =k - iz (unten)

6.2.2. Die Funktion f(z) =k -iz mit k € R

1,5-(342i)i=—-3+4,5
f(z)=k-iz=k-i-(z+iy) = —ky +ikz
Die Funktion f(z) = k -iz stellt also eine Drehung um 90° = 7 mit anschlieBender Streckung
um den Faktor k& dar (Abbildung 2).

18 Auch aus der Vektorrechnung ist bekannt, dass die Vektoren ( z ) und ( 75 ) zueinander senkrecht stehen:
das Skalarprodukt ist 0.
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6. Komplexe Zahlen in der Geometrie

6.2.3. Die Funktion f(z) = (a + bi) - z mit a,b € R

(243i)- (3+4i) =2 (3+4i)+3i-(3+4i) = —6+17i
fz)=(a+bi)-z=a-z+b-iz

Die Funktion f(z) = (a+ bi) - z stellt also die vektorielle Summe aus einer Streckung um den

Faktor a und einer Drehung um 90° = 5 mit anschlieender Streckung um den Faktor b dar

(Abbildung 3) dar. Insgesamt also letztlich eine Drehstreckung.

18+

22+ 3iz
16

14+

31z

10+
3iz
2z

12

Abbildung 3: Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen; die Funktion f(z) = (a + bi) - 2

Zusatz: Eine Betrachtung mit trigonometrischen Kenntnissen lidsst natiirlich eine geschlossene
Darstellung des Produkts zu. Das setzt allerdings die Kenntnis der Additionstheoreme fiir sin
und cos voraus:

cos (£ f8) = cosacos 8 F sinasin 3 ;

sin (a + 8) = sinacos 8 £ cosasin 3.
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7. Das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen

Wéhlt man die trigonometrische Darstellung fur komplexe Zahlen (Polarkoordinaten), dann folgt
nacheinander:

z1 = |z1| - (cos @y + isingy)
29 = |23] - (cos 2 + isin p2)
2122 = |z1| - (cos p1 + isinpy) - |22 - (cos w2 + i sin p3)
= |z1] |22| (cos 1 cos pa + @ cOs 1 Sin g + @ Sin @1 COS Y2 — sin @1 sin Ya)
= |21] |22 ((cos 1 cos pa — sin p; sin po) + @ (cos 1 sin g + sin @1 cos 2))

= |z1] |22 (cos (@1 + v2) +isin (p1 + @2))

Das Produkt z;z5 stellt sich also als Drehung um den Nullpunkt mit dem Winkel ¢; + 2 und
anschlieBender Streckung um den Faktor |z1] |z2| dar.

Beispiel 1: Gewéihlt wurden dazu die Daten zur Abbildung 3.
3
21=243i; |z =vV22+32=V13; ¢ = arctan§ ~ 56,3°

4
20 =3+4i; |22 =V32+42=+v25=5; <p2zarctan§z53,1°

2129 = |21] |22| (cos (¢1 + p2) + isin (p1 + p2))
~ 5 (c0s109,4° + 4 sin 109,4°)

= 5v13c0s 109,4° + i - 5v/13 sin 109,4°
=—6+17i (TR)

Beispiel 2: Betrachte dazu Abbildung 4.
-2
z21=6—2i; |z =vV624+22=v40; ¢ = arctan? ~ —18,43°

3
2o =243i; |2n|=v22+32=V13; ¢ = arctan o ~ 56,31°
2122 = V40 - 13 (cos 37,88° + i sin 37,88°)

= 2v/130 cos 37,88° + 4 - 24/130 sin 37,88°
=18+ 14i (TR)

7. Das Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen

7.1. Lineare Gleichungen

1.
3z+4 =15
3z2==—-4+15
4
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7. Das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen

y
2122 (V40 - V13, -18,43° + 56, 31°)
14 +
12 +
10 +
8 - .
6 - .
4 . .
z2
2 - .
22 (V13,56,31°)
[ : : : : : i i i i
p) 4 6 8§ 10 12 14 16 18 ©
2 1
21 (V/40, —18,43°)
—4 L

Abbildung 4: Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen; Darstellung in Polarkoordinaten

(3+4i)z+4—5i =8+ 15i
(3+4i)z =8+ 15i — (4 — 5i)
(3+4i)z =4+ 20i

A420i 44200 3—4i
T 3+4i  3+4i 3—4i
C92444i 92 44

“9+16 %

7.2. Quadratische Gleichungen
1. Eine einfache quadratische Gleichung:

22 =-16 z=z+1iy zx,yeR
(z +iy)®> = —16
z? — 9?4 2izy = —16

2zy =0 und 2 —y? =16
r#0=y=0 und 2 =-16; L={}
y#0=—=2=0 und —y? =—16; IL={+4}

24



7. Das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen

Die Losung ist also

z:0+z‘<i\/ﬁ)

z==+4i
Einfacher ist folgender Weg;:
2*=-16
22 +16=0
(z4+4i)(z—4i) =0
z==+4

2. Hier soll ebenfalls eine Darstellung mittels der 3. binomischen Formel erfolgen.

2)

1 Fous
Ty) e T

() ) (1))

1
z2—|—§z+720

1\2 1
(Z+4> +7*T6—0
2
1 111
(ZM) 6

(22 ((+)-2)-

3. Vorsicht bei der Formulierung komplexer Wurzeln
Beachte

Vo144,
denn i2 = —1, aber auch (—i)® = —1. Also ist die kompleze Wurzel keine Funktion:
vV=1={—i,+i}.

Man kann n&mlich nicht wie bei den reellen Zahlen eine positive oder negative Losung
angeben'?, weil es keine <- und auch keine >-Relation in C gibt (vergleiche 6.1.2 auf Seite
20). Es gilt also z. B. nicht —i < i. 2°
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7. Das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen

y=x>+3
T o= EVB -4

y=a?
Ny, = 0 (doppelt)

21 y=a2—2

TNy 2 = i\/i

Abbildung 5: Zur Anzahl von Nullstellen von Parabeln

4. Die Nullstellen von Parabeln (Abbildung 5)

Tatséchlich haben in C alle ganzrationalen Funktionen n-ten Grades genau n Nullstellen,
wenn man ihre Vielfachheit mitzahlt: z. B.

\xi/-(x2+3)~(a:—1):x5—x4+3x3—3x2

050 +/34 1 5 Nullstellen

19Tn R definiert man ja die Wurzel als die nicht negative Zahl, deren Quadrat den Radikanden ergibt. Daher ist
bekanntermaBen /16 = 4 (und sonst nichts! — Wurzelfunktion). Die Lésung der quadratischen Gleichung
22 = 16 lautet daher IL = {\/T, — \/E} = {4, — 4}

20Die Berechnung der Wurzeln komplexer Zahlen erfordert zur einfachen Darstellung die Kenntnisse der trigono-
metrischen Funktionen im Zusammenhang mit der komplexen Exponentialfunktion. Dies sei jetzt hier nicht
weiter ausgefithrt.
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7. Das Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen

7.3. Gleichungssysteme

1. Zwei Gleichungen mit 2 Variablen

(24+i)z +iz2 =3+ (16)
1—i 5 .
At =g (16): (2 — 1)
(=142i)21 —20=—-1+3i
LT N
5 52 21+ 29 = 1
2 9
1+ 4
21=—%5—5 =2—1
“5715
Z_5—(1—i)(2—i)
z 24
5—(2—i—-2i—1)
2 —i
Y
A3y
2—1
2. Bestimme die inverse Matrix. 2!
0 0 i 0
1+i 2 —2i 1 j
-3 3+2 i 0 1
1+i 2 —2i 0 |-(1—1)
-3 342 : 1
0 0 i 0 |- (=i
2 2-2 —2-2 0 1—i 0 [-31]-3
-3 3+2 z 0 0 1 Q+
0 0 1 —i 0 0
1—1 —1—i 1(1—14) 0
6-—i —H-3i 3(1—1) 1|2+
0 1 —i 0 0
1—34 —1—i 3(1—14) 0 f
0 1 5w Ao omwmil o (-1-0-19)
0 0 1 —i 0 0

21 Aus einer Ubung zur Linearen Algebra I im WS 1969/70, Prof. Dr. E. Burger, Universitét zu Koln
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A. Klassenarbeit und Lésungen Gruppe A

Anhang

A. Klassenarbeit und Losungen Gruppe A

Die Klassenarbeit fiir PH-Diff, Klasse 10 ist am 27.03.2006 geschrieben worden.
Dateiname: 05103A-Lsg. TEX
Aufgabenstellung:

1. Aus dem Unterricht ist bekannt, dass fir einen Zahlenbereich (Zahlenkérper) nachstehende
Gesetze fiir zwei Rechenoperationen (+ und - ) gelten miissen, damit man so rechnen kann
Lywie man es gewohnt ist*

Addition Multiplikation
(1) (a+b)+c=a+(b+¢) (a-b)-c=a-(b-c)
(2) at+b=b+a a-b=b-a
(3) | Es gibt eine Zahl 0 mit Es gibt eine Zahl 1 mit
a+0=a a-1=a
(4) | Fiir jede Zahl a gibt es eine Zahl —a: | Fiir jede Zahl a # 0 gibt es eine Zahl *:
a+(—a)=0 a-i=1
(5) a-(b+c)=a-b+a-c
Tabelle 1: Rechengesetze fir Addition und Multiplikation in Zahlenkorpern
a) Notiere zundchst die Namen der Rechengesetze (1), (3) und (5).
Die Namen der Rechengesetze lauten: (1) Assoziativgesetz, (3) Gesetz vom neutralen
Element und (5) Distributivgesetz.
b) Formuliere genau die beiden Rechengesetze, die in der rechten Spalte der Tabelle 1

nicht aufgefiihrt sind.

Die fehlenden Gesetze sind in Tabelle 1 farbig eingetragen.

In welchen Zahlenmengen mit Addition und Multiplikation (siehe Fufinote %?) gelten
alle diese Rechengesetze?

Sie gelten in @, R und C.

In welchen Zahlenmengen mit Addition und Multiplikation gelten nicht alle dieser
Rechengesetze? Begrinde die Aussagen durch ein geeignetes Gegenbeispiel.

Nicht alle Rechengesetze gelten in IN bzw. Z, denn in IN gibt es z. B. die Zahl —2
nicht, damit 2 + (—=2) = 0 und in Z gibt es z. B. die Zahl 3 nicht, damit 2- 4 =1.

2. Berechne in der Menge Q (\ﬁ) — also der Menge aller Zahlen der Form a + bv/7 mit
ab € Q — fir die Zahlen ri =24+ V7, 10 =27 und r5 =7:

a)
b)

c)

r () [ =24VT- (VT T) =24 VT2 VT T =9 VT |
71 (r2 —73) [:(2+\ﬁ) (2-\ﬁ—7)=4-\ﬁ—14+14—7-ﬁ:_3.\ﬁ}
T3 [ 7 7 \ﬁ77~ﬁ:1ﬁ}

T2

T2 Vi 2.7 Vi 14 2

22 Zur Auswahl stehen N, Z, @, R, C.
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A. Klassenarbeit und Lésungen Gruppe A

3. In der Menge C wurden eine Addition und eine Multiplikation erkldrt (definiert).

a) Erldutere die Addition der Zahlen z1 = 3 — 2i und zo = 5+ 3i einmal durch eine
Rechnung und zum anderen anhand einer Zeichnung in der GAUSSschen Zahlenebene.

z1 + 22 = 8 + ¢ und Abbildung 6 auf Seite 31.

b) Erlautere die Multiplikation der Zahlen z1 = 2+ 2i und zo = 2+ 5i einmal durch eine
Rechnung und zum anderen anhand einer Zeichnung in der GAUSSschen Zahlenebene.

2122 = —6 + 147 und Abbildung 6 auf Seite 31.
4. Gegeben sei die Zahl z = 30 — 20i . Berechne

a) Re(2) [:30}

b) (Im(z))> [: (—20)? = 400}

o) Izl [ — /900 £ 400 = /1300 = 10V/13 ~ 36,06}
d) z* [ =30+ 204
e) 22 [ — (30 — 20i)> = 900 — 1200i — 400 = 500 — 12001‘}

f) 22* [ = (30 — 20i) (30 + 207) = 900 + 400 = 1300}
1 [ 1 1 304+20i 30+20i 3 1}

® - | =30 -920i 30_20i 30+r20i 1300 130 65’

5. Bestimme alle Losungen in C.
a) (2—-3i)z=—-4
-4 2+3% —-8-12 8§ 12

z = =—=

T2-3 243 13 13 13
b) z? = —1024
Die beiden Losungen sind 1 o = £32¢
c) 22 +4x+24=0
(z+2)2=-24+4=-20
Die beiden Losungen sind 12 = —2 £ iv20 .
6. Welche geometrische Bedeutung hat die komplexe Funktion z — 2* ¢

Die Funktion z — 2* bedeutet genauer ausgeschrieben x + iy — = — iy . Der Realteil
bleibt erhalten, der Imaginérteil wechselt das Vorzeichen.

Geometrisch bedeutet das eine Spiegelung an der Re-Achse.
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21 22 14 |21 - 2] =v/8v29 = /829 = /232
\ da a = 45° 4 68,2° = 113,2°
\ 12
\ is
\ J
8
\
7
\ .
\ 5 201 | 22| =1v/29; o = 68,2
N
NRRy
\
5 213 |21 | = V8, o =|45
\
N
\ |/ atz || | 1+
6 — 4 -3 9 ( ; R
: s

[\&)

Abbildung 6: Zu Aufgabe 3a und zu Aufgabe 3b der Gruppe A
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B. Klassenarbeit und Lésungen Gruppe B

B. Klassenarbeit und Losungen Gruppe B

Die Klassenarbeit fiir PH-Diff, Klasse 10 ist am 27.03.2006 geschrieben worden.
Dateiname: 05103B-Lsg. TEX
Aufgabenstellung:

1. Aus dem Unterricht ist bekannt, dass fiir einen Zahlenbereich (Zahlenkorper) nachstehende
Gesetze fiir zwei Rechenoperationen (+ und - ) gelten miissen, damit man so rechnen kann
Lwie man es gewohnt ist”

Addition Multiplikation
(1) (a+b)+c=a+(b+¢) (a-b)-c=a-(b-c)
(2) a+b=b+a a-b=b-a
(3) | Es gibt eine Zahl 0 mit Es gibt eine Zahl 1 mit
a+0=a a-1=a
(4) | Fir jede Zahl a gibt es eine Zahl —a: | Fir jede Zahl a # 0 gibt es eine Zahl %:
a+(—a)=0 a-i=1

a-(b+c)=a-b+a-c

a

Tabelle 2: Rechengesetze fiir Addition und Multiplikation in Zahlenkorpern

) Notiere zundchst die Namen der Rechengesetze (2), (4) und (5).

Die Namen der Rechengesetze lauten: (2) Kommutativgesetz, (4) Gesetz vom inversen
Element und (5) Distributivgesetz.

b) Formuliere genau die beiden Rechengesetze, die in der rechten Spalte der Tabelle 2

nicht aufgefiihrt sind.
Die fehlenden Gesetze sind in Tabelle 2 farbig eingetragen.

¢) In welchen Zahlenmengen mit Addition und Multiplikation (siehe Fufinote *%) gelten

alle diese Rechengesetze?
Sie gelten in @, R und C.

d) In welchen Zahlenmengen mit Addition und Multiplikation gelten nicht alle dieser

Rechengesetze? Begrinde die Aussagen durch ein geeignetes Gegenbeispiel.

Nicht alle Rechengesetze gelten in IN bzw. Z , denn in IN gibt es z.B. die Zahl —2 nicht,
damit 2 4+ (—2) = 0 und in Z gibt es z.B. die Zahl  nicht, damit 2- 2 = 1.

2. Berechne in der Menge Q (\/ﬁ) — also der Menge aller Zahlen der Form a + bv/11 mit
ab € Q — fiir die Zahlen r =2+ 11, ro = 2y/11 und r5 = 11 :

a) 71— (ra — 13) {:2+\/ﬁ7(2~\/ﬁfll):2+\/ﬁ72~\/ﬁ+11:137\/ﬁ]
b) 1-(ra=7s) | = (24 VD) 2+ VIT = 11) =4-VIT = 22422~ 11-V/IT = —7- VT |

c) =

T3 [7 n 1 \/11711-\/1171\/@
2. /11 2-y11 V11 222

T2

3. In der Menge € wurden eine Addition und eine Multiplikation erkldart (definiert).

a) FErlautere die Addition der Zahlen z; = 3 — 2i und 2o = 3 + 5i einmal durch eine

Rechnung und zum anderen anhand einer Zeichnung in der GAUSSschen Zahlenebene.

23 Zur Auswahl stehen N, Z, @, R, C.
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21 + 22 = 6 + 3i und Abbildung 7 auf Seite 34.

b) Erlautere die Multiplikation der Zahlen z1 = 2+ 2i und zo = 1+ 5i einmal durch eine
Rechnung und zum anderen anhand einer Zeichnung in der GAUSSschen Zahlenebene.

2122 = —8 + 127 und Abbildung 7 auf Seite 34.
4. Gegeben sei die Zahl z = 20 — 30i . Berechne

a) Re(2) [:20}

b) (Im(z))> [: (—30)? = 900}

o) Izl [ — /200 £ 900 = /1300 = 10V/13 ~ 36,06}
d) z* [ — 20+ 30@'}
e) 22 [ — (20 — 30i)® = 400 — 1200i — 900 = —500 — 12004

f) 22* [ = (20 — 30i) (20 + 307) = 400 + 900 = 1300}
1 [ 1 1 20430i 20430 1 3 }

® - |30 30 20-30i 20+30i 1300 65 130’

5. Bestimme alle Losungen in C.
a) (2—3i)z=-5
-5 2+3 —-10-—-15¢ 10 15,
“To2-3i2+3 13 13 13
b) z? = —4096
Die beiden Losungen sind 1 o = +64¢
c) ¥° +4x+44=0
(x+2)=—44+4=—-40
Die beiden Losungen sind 12 = —2 £ iv40 .
6. Welche geometrische Bedeutung hat die komplexe Funktion z — 2* ¢

Die Funktion z — 2* bedeutet genauer ausgeschrieben x + iy — = — iy . Der Realteil
bleibt erhalten, der Imaginérteil wechselt das Vorzeichen.

Geometrisch bedeutet das eine Spiegelung an der Re-Achse.
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m — —
2 19 4z k 2 = VEV26 = VB 26 = 208
11 a::45°+78,7°=123,7°
1
"7
= Z9; || 22| = \/56; o = T8, 7
) //
9 / |21] = V8; ay = 45° 4
2 / 1
1 / 21 1+ 2
-8 =7 5 -4 | 3 92 _ )
! /
1
2

Abbildung 7: Zu Aufgabe 3a
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