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1 Normalenformen

Vorbemerkung Grundséitzlich verweise ich zunédchst auf die Inhalte in meinem Do-
kument Hessesche Normalenformen und Absténde. Allerdings verdndere ich fiir mei-
ne Darstellungen die Bezeichnungsweise, die in dem eben genannten Dokument genau
auf den aktuellen Unterricht bezogen war. Ich halte die von mir vorgezogene Bezeich-
nung und Darstellungsweise fiir durchgéngiger und zweckméfliger als die in den gidngigen
Schulbiichern verwendete Form. Sie wird auch in der Physik hdufig verwendet. Um die
Terminologie und Voraussetzungen genau nachlesen zu koénnen, sind sie im Anhang ab
Seite 20 ausfithrlich zusammengestellt.


http://photozeichen.de/toblog/index.php/hessesche-normalenform-und-abstaende/465

Alle nachfolgenden Betrachtungen gelten in einer 3-dimensionalen EUKLIDischen Geo-
metrie. d. h. es gibt ein Skalarprodukt und ein kartesisches Koordinatensystem.

1.1 Die Punkt-Normalenform — PNF

Hat man zu einer Ebene E einen Normalenvektor 77 und einen Punkt A € E mit
Ortsvektor 74 gegeben, so berechnet sich die Punkt-Normalenform PNF zu

7 (P—72) =0 (PNF)

Dabei ist 7 ist der Ortsvektor eines beliebigen Punktes P € E. Diese Gleichung ergibt
sich daraus, dass der Normalenvektor und jeder Verbindungsvektor

—>

AP =7 - 7%

zueinander senkrecht stehen.

1.2 Die Allgemeine Normalenform — ANF

Multipliziert man (PNF) aus, so erhdlt man die Allgemeine Normalenform ANF
BT —R-i1=0
n-7—c=0 (ANF)

denn 7 - 74 ergibt eine reelle Zahl; sie sei ¢ genannt. Der Unterschied zwischen der
allgemeinen Normalenform und der Punkt-Normalenform besteht darin, dass man in
(ANF) den Punkt, der die Ebene aus der Schar paralleler, zu 7 senkrechter Ebenen
letztlich festlegt, nicht mehr erkennen kann.

1.3 Die Hessesche! Normalenform — HNF

Die Hessesche Normalenform (HNF) ist eine allgemeine Normalenform (ANF) mit einem
Normaleneinheitsvektor 70, d. h. |7 % =1 und d > 0.

7.7 —d=0 (HNF)

Die Gleichung (HNF) stellt die Hessesche Normalenform dar. In diesem Fall ist namlich
der Normalenvektor so orientiert, dass er vom Nullpunkt Py auf die Fbene zeigt. Ferner
gibt d > 0 den Abstand von Py von der Ebenen F an:

d=d(Py; E)
Der Nachweis dieser Eigenschaften erfolgt in Abschnitt 1.6.

1.4 Die Koordinatengleichung von Ebenen

ANF und damit HNF sind zur Koordinatenschreibweise von Ebenen gleichwertig. Wahlt

Ng x

man 7 = | n, | und 7 = [ y |, so folgt aus (ANF) nach Ausmultiplizieren des
Ny z

Skalarproduktes

NgT +NyYy + N2 =¢
LOtto HEsSE 1811-1874, deutscher Mathematiker




1.5 Beispiel

1
Gegeben seien 7 = | —3 | und A(—2[1/|0).
-2

1. Dann lautet die PNF der durch 7 und A bestimmten Ebene E

1 -2
-3 |- |7- 1 =0
-2 0
2. Die ANF berechnet sich zu
1 -2
-3 T — 1 =0
-2 0
1 1 -2
-3 77— -3 1 |=0
—2 -2 0
1
-3 7—(-2-3-0)=0
-2
1
E -3 7 —(=5)=0 (1)
—2

(1) kann man auch als Gleichung schreiben: FE: x —3y —2z = —5.

3. Fiir die HNF bildet man |77| = V12 + 32 4 22 = v/14 und beachtet, dass d > 0 sein
muss:

~0 2)

—1
In der Gleichung (2) zeigt der Vektor ( 3 | vom Nullpunkt auf die Ebene und
2
)

5

der Abstand vom Nullpunkt betragt — =

-V 14.
14 14

w



1.6 Nachweis der Eigenschaften der HNF
1.6.1 Berechnung des Projektionsvektors

Will man die senkrechte Projektion 6’3 eines Vektors @ auf einen Vektor b berechnen
(Abbildung 1 auf Seite 4), so ist nachstehende Beziehung niitzlich

-
a-b

E’g = b (3)

\7
Y

7=A-b

Abbildung 1: Zur Berechnung der senkrechten Projektion eines Vektors

In fritheren Formelsammlungen? und Schulbiichern® war diese Formel noch zu finden.
Sie ist letztlich ein Schritt innerhalb des GRAM—SCHME)TSChen Orthogonalisierungsver-
fahrens*. Zunéchst setzt man an mit A€ Rund @, - b =0

T=ADb+7a. (4)

Dann kann man A bestimmen, Eldem man das Skalarprodukt mit b bildet und dadurch
der senkrechte Anteil @ | von b entfillt.

T F=(\7)F+a. T
A (FF)+a, T
=X [B2+0
S ©

Die letzte Gleichung gilt natiirlich nur fiir b # 0. Allerdings ist eine Projektion auf den
Nullvektor nicht sinnvoll.

2[1] Seite 16

3[2] Seite 200

4[3] Damit zeigt man zum Beispiel, dass in jedem Euklidischen Vektorraum eine Orthonormalbasis
existiert.



SchlieB8lich ist dann

—
a =

p=Ab
b

A
@ -

R

Dies ist gerade die Aussage (3) auf Seite 4.

Hinweis: Der Ansatz gilt auch bei einem stumpfen Winkel zwischen @ und b

— a
a.
—>
b
- Sy
-“< - >
5)5':)\- b

1.6.2 Der Abstand vom Nullpunkt

Wie aus Abbildung 2 auf Seite 5 ersichtlich ist, erhdlt man den Abstand vom Nullpunkt
als Linge der senkrechten Projektion von 7 auf 7 °.

Abbildung 2: Abstand vom Nullpunkt und Orientierung des Normalenvektors

Aus Gleichung (3) auf Seite 4 ergibt sich dann

Dabei ist die Definition (HNF) auf Seite 2 beriicksichtigt worden:

|79 =1und d>0.

- —_
|7 70| =

- —
T . ’I’L _,0
R
d

=0
277,

= |d|-|7")

=d

-0

n

-7 —d =0 mit



1.7 Beispiele zur Projektionsformel

1.7.1 Ein mathematisches Beispiel

Gegeben sind die Vektoren @ = ( 150 ) und b = < g ) Bestimme den Vektor, den

man erhilt, wenn man @ an b ,spiegelt®.

Man macht sich die Situation zuerst einmal mit einer Zeichnung klar. Die Losung lasst
sich in diesem speziellen Fall auch geometrisch durch ,Késtchenzédhlen“ konstruieren.
Rechnerisch ergibt sie sich auf folgendem Wege.

T=74+2- 1

S )i ()= (5 ) (3)= (%)

Abbildung 3: @ wird an b gespiegelt.



1.7.2 Ein physikalisches Beispiel

Bereits in der Sekundarstufe I lernen die Schiiler im Physikunterricht, dass die physika-
lische Grofle Arbeit sich als Produkt aus Kraft in Wegrichtung und Weg berechnet:

W - Fs - S (6)
F; bezeichnet den Anteil der Kraft Fin Richtung des Weges 3, genauer die senkrechte

Projektion der Kraft F auf den Weg & lings der die Kraft wirkt (vergleiche (3) auf Seite
4).

=
|

Y
|

>
S
I .

Abbildung 4: Zur Berechnung der Arbeit W
Allgemein gilt bei konstanter Kraft und geradlinigem Weg

—>

W=F.%
:F-s-cosl(l_:');?)
=F-s-cosa. (7)

I
Beachtet man noch 78 = cosq, also F'g = F' - cos a, so erhélt man aus (7)

W=Fg-s,

was gerade bis auf eine vereinfachte Bezeichnung der Gleichung (6) entspricht.

N 5N 1m
Sind nun F' = 10N | und §=| 11m | gegeben, so folgt
—-3N 1m

F=v25+100+9N~ 116N
s=v1+121+1Im~11,1m

Es gilt aber nicht W = F-s = 11,6 N - 11,1m = 129Nm = 129J, sondern geméf



Gleichung (3) auf Seite 4)

W=Fz-s
F-3
2872.8.5
1m
5+110—3) J
_|6+110-3) 0 L 98 m
123 m?2 Lm

112
__H2J V123m - V123 m = 112
123 m?2

Selbstversténdlich benutzt man normalerweise das Skalarprodukt zur Berechnung der
Arbeit.

W=F %= (5+110—-3) Nm=112]

In diesem Beispiel ging es aber um die Darstellung des Projektionsvektors der Kraft und
die Berechnung der Arbeit tiber die Definition (6) auf Seite 7.

7. _ 112Nm Im 112 11
- = — . m — —_— .
123 m?2 Im 123 ]

Nun zeigt die Beispielrechnung, dass man auch ohne Winkelbetrachtung zur allgemei-
nen Definition der Arbeit gelangen kann, denn sie steckt im Skalarprodukt drin. Dazu
betrachten wir den Sachverhalt allgemein.

W=Fz-s
—
-
—L.S S|-s
82
.
P33
= S|-S
82
R
:F-E"

Offenbar ist aber die Definition (6) auf Seite 7 doch nicht ganz vollstdndig, denn fiir
den Fall, dass das Skalarprodukt negativ ist, sind Vektoren F'z und 5 entgegengesetzt
orientiert, ein physikalisches System verliert also Arbeit (Energie).

2 Berechnung des Abstandes eines Punktes von einer Ebene

Die Eigenschaften der Hesseschen Normalenform erlauben jetzt eine einfache Betrach-
tung des Abstandes d(P; E) eines Punktes von einer Ebene.

2.1 Herleitung

Gegeben seien eine Ebene £ : 7?7 —d = 0 und ein Punkt P;. Dieser Punkt bestimmt
eine zu E parallele zweite (Hilfs-) Ebene E;, deren Hessesche Normalenform sich berech-
net zu By : n%-7 —d; = 0 (Abbildung 5 auf Seite 9). Fiir d; gilt d; = 7 © - 77. Dabei
ist 71 der Ortsvektor des Punktes P; € Ej.



By

Abbildung 5: Zur Berechnung des Abstandes eines Punktes P; von einer Ebene E

Offenbar gilt
e=d —d=71"7,-4d (8)

e bedeutet noch nicht den Abstand des Punktes P, von F, da e auch negativ sein kann.
Grundsétzlich kann man 3 Félle unterscheiden:

1. e=0, falls P, € F;
2. e > 0, falls P und Py auf verschiedenen Seiten von F liegen;
3. e <0, falls P; und Py auf derselben Seite von F liegen.

Der (positive) Abstand eines Punktes P; mit dem Ortsvektor 77 von der Ebene E
betréagt

d(Pi; ) = |e| = |7°- 71— d

Dabei erscheint der rechte Teil der Gleichung als HNF von E mit den eingesetzten
Koordinaten von P;.

Tipp: Man berechnet zunéchst e (siehe (8)), indem man die Koordinaten des Ortsvektors
von P; in die HNF von E einsetzt. Der Betrag des Ergebnisses stellt den Abstand des
Punktes P, von E dar. Das Vorzeichen von e liefert Informationen iiber die gegenseitige
Lage von P, Py und E.

Hinweis: Man koénnte meinen, dass der nachstehend skizzierte Fall nicht in den Be-
trachtungen eingeschlossen ist (Abbildung 6 auf Seite 10).



Abbildung 6: Betrachtung einer Abstandssumme

Nun gilt aber mit d,d; > 0)

2.2 Beispiele
2.2.1 Abstand vom Nullpunkt

1. Bestimme die HNF und ermittle den Abstand vom Nullpunkt.

12
E:| 3 |- 7+2=0
4
12 12
n=| 3 |undn=y144+9+16 = 13. Damit ist 7°=75-| 3
4 4
L[ 12
E:—-[ 3| 7+2=0
13
4
L 12
E:—-[ =3 [-7-2=0
13 4

Die letzte Zeile stellt die HNF von E dar und der Abstand vom Nullpunkt ist
d=2.

2. Gegeben sei die Ebene E durch F : —3z + 42 = —10. In einer 3-dimensionalen
Geometrie bedeutet E eine zur y-Achse parallele Ebene (y ist beliebig wéihlbar).

10



In einer 2-dimensionalen Geometrie bedeutet E eine Gerade in einer zz-Ebene
und lésst sich als solche auch 2-dimensional darstellen — im Prinzip also aus 3-
dimensionaler Sicht ein ebener Schnitt von E mit der zz-Ebene (Abbildung 7 auf
Seite 11).

E: -3z +42=-10

3
Z:Z$_2’5

Diese Form eignet sich gut zum Zeichnen.

Abbildung 7: £ : —3x+4z=-10

Die HNF sieht so aus:

-3
E 0| - 7+10=0
4
3
1
- 0| -7-2=0
—4

Der Abstand vom Nullpunkt betragt also 2.

2.2.2 Die Hohen im Dreieck
1. Gegeben seien die Punkte P;(5[6), Po(—2|4) und P3(6] — 1). Sie bestimmen ein

Dreieck P; P, P3. Berechne den Abstand der Eckpunkte von den gegentiberliegenden
Seiten (Léngen der Hohen im Dreieck).

11



a) Parametergleichungen der Geraden:

b) Koordinatengleichungen der Geraden (durch Ersetzen des Parameters \):

gi: 5r + 8y = 22
g2 : Tr+ y =41
gs: —2x+4+Ty =32

P

Abbildung 8: Linge der Hohen im Dreieck

12



c¢) HNF (Division durch die Lénge des Normalenvektors):

d) Abstéinde:

1 S 5 22 51
doiry: =5 (1) (5) -G = =

1 7 -2 41 51
d(927P2>63\/%<1>< 4>_m_mN_7,21

1 -2 6 32 o1
d(gs; P3): e = —(— : - === ~-T701
(s B5) = 1= T3 ( 7 ) < -1 ) V53 /B3
Fiir die Abstidnde (Langen der Hohen im Dreieck) gilt

d(gi; P;) = |e;| fur i e {1,2,3}.

e) Zeichnung (siehe Abbildung 8 auf Seite 12)

f) Eine interessante Ergdnzung zu einer Eigenschaft der Hohen, die auch nicht
jedem bekannt ist, soll hier noch erfolgen.

Die drei H6hen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt,
dem Mittelpunkt des Umkreises des Umdreiecks.

Dabei erhilt man das sogenannte ,,Umdreieck®, indem man jeweils
die Parallelen zu den Seiten eines Dreiecks durch die gegeniiberlie-
genden Eckpunkte zeichnet, deren Schnittpunkte die Eckpunkte des
Umdreiecks bestimmen.

In der Abbildung 9 auf Seite 14 ist dieser Sachverhalt dargestellt. Eine Rech-
nung dazu ist nachfolgend fiir dieses Beispiel ausgefiihrt.

i. Man beachte die Orientierung des Normalenvektors.

?H1 = ?P1 + i ’ (_ﬁo>(g1)

V89
_5+51'1'f5 _ 1 (190 (213
~\ 6 V89 89 \ -8 ) 89 \ 126 ) T\ 1,42
— — 51 —0

T Hy = TP2+\/ﬁ'n(g2)
(2L L (T L (5T (514
| 4 V50 50 \ 1/ 50 \ 251 ) 7\ 5,02

(6 8L L (=21 (216 (408
-1 V53 V53 7 ) 53 \ 304 )7\ 574

13



16—

141

4

Abbildung 9: Der Hohenschnittpunkt als Mittelpunkt des Umkreises des Umdreiecks

ii. Die nachfolgenden Parametergleichungen beschreiben die jeweiligen Ho-

(

hen:

> (5 1
g(P1Hy): 7“—(6)—}—)\-89'

g(PgHQ)Z 7= ( _Z>+)\

g(P3H3) : 7 = ( _?)%—)\-

iii. Bestimmung von H = g(P1H1) N g(P2H2):

5 1 955 —2
< 6 >‘+‘X'89' < 408 )" ( 4

255 357

299y 200
so T
108 51
PN+ =9
30 Mt 50t
623
A= 022 ~ 024
a601 = 0240 H

14

1
50

1

53

)

~ 2601

{
{

255
408
357
o1
—102
357

L
50

2300

)

~ (0,884

357



Damit erhélt man fiir den Schnittpunkt H:
o (5,628 1 (255 _ 2\ 431
H=\ 6 2601 89 \ —408 )~ \ 20 ]\ 4,90
iv. Test, dass auch H € g(P3H3) gilt:
220
SN 6,y L (02
% —1 53 357

Die Gleichung ist fiir A = 2219 ~ 0,876 erfiillt.

Fazit: Die drei Hohen schneiden sich in einem Punkt H (% ’%) ~
H (4,31]4,90).

v. Seitenparallele Geraden durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt.

9(Pi; | g1) : ?:<2>+A.<_§>
9(Ps; | 92) : ?:<_i>“'<_$>
9(Ps; | 95) : E(f)ﬂ-(jé)

vi. Eckpunkte des Umdreiecks:
U = (P2 [l 92) N g(Ps; || g3)

()0
(5 )
J )

Us = (P3; | g3) N g(P1; || 91)
6 _
(5
-7 =8
(25

= > -

N = T >

=
S
|
gk
|
IS V)
N~
+
T
—_
S—
N
|
N~

N U U
Il

N T N NN
|

o Aen N =~

\

O~
| o ot
N—— +

T > T >
|

=
5
|
/N
|

_—
N~
+
|

=
/N
[
NN
[—
_ W
N~
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Us = (P15 ]| 1) Ng(Po; || 92)

5Y oy 8y 2)., (L
6 S R L
8 1\ (r)_ (-7
-5 =7 w )\ =2
4 i) s ) )7l a )=
L (5 - 8\ [ -3
vii. Entfernung der Punkte U; fiir I € {1,2,3} von H:
1 220
oy — [T 51
51
B (B 5 e
51 51
220
. 13 3T
51
443 443 5
_ 51 51 | YTV
51 51
3 220
= [ T 51
51
B (BN s o
- ( 35)11)( 3111>—51- 9434 ~ 9,52
)

folgt:

2.2.3 Bestimmung einer Gerade durch Abstandsvorgabe

Gegeben seien die Punkte A(8|5) und B(3|7). Berechne eine Koordinaten- und eine
Parametergleichung der Gerade g, die durch A verliduft und von B den Abstand
le] mit e = —5 hat (vergleiche (8) auf Seite 9). Zu der Rechnung soll ebenfalls eine
Konstruktion mit Zirkel und Lineal erfolgen.

Zunichst fertigt man sinnvoller Weise eine Konstruktion an (Abbildung 10 auf
Seite 77).

Konstruktionsbeschreibung:
a) Zeichne die Punkte A(8|5) und B(3]7).
b) Zeichne einen Kreis um B mit dem Radius r = 5: Kj.

c) Konstruiere die Tangenten von A an K. Diese Konstruktion gliedert sich wie

i. Konstruktion des Mittelpunktes der Strecke AB: M
ii. Kreis um M mit Radius Lange M B ( Thaleskreis): Ko

16



ili. Kreis Ko schneidet K7 in P; und P
d) g1(APy) und g2(AP,) sind die gesuchten Geraden.

g1

P2

K,

Abbildung 10: Zu Aufgabe 2.2.3 auf Seite 16

Analytische Betrachtung:

Die HNF der zu bestimmenden Geradengleichung erlaubt es, den Abstand des
Punktes B in Gleichung (9) darzustellen. Da e nach Aufgabenstellung negativ ist,
wird vorgegeben, dass Py und B auf derselben Seite der Gerade liegen; andernfalls
wiire keine Lésung moglich®. In (10) wird benutzt, dass A € g, der Abstand von g

also Null ist.
ﬁ0.<§>_d:_5:e 9)

— 8
n0-<5>—d:0 (10)

SWahlt man e = +5, so ergeben sich als Losungen nur die entsprechenden negativen Werte von d, was
im Widerspruch zu d > 0 steht; siche dazu die Definition HNF auf Seite 2.

17



Setzt man 7 0 = ( Zl >, so ergibt sich aus der Differenz (9) — (10) die Gleichung
y

3ng + Tny — 8ny — dny = —5
=Ny + 2ny = =5

2
nle—i—g-ny (11)

Ferner hat man die Bedingung n?ﬁ—nz =1, denn 7 © stellt einen Normalen einheitsvektor
dar. Daher folgt mit (11)

1. Fall n, = 0; dann ist wegen (11) n, = 1.

() (5) oo

denn ( ?)J.Tf

2. Fall n, = —g—g; dann ist wegen (11) n, = %-
1 21 8
L(2)(3)-am
6
29

18



Damit lautet eine Koordinatengleichung (hier die HNF)

i 21 7’_@_0
9159\ —20 29

21 20 68
29" " 29Y T 29

Eine Parametergleichung ist

o 8 e 20
g T =15 21 |°
20 N
denn<21>J_n.

Schliellich sollen noch der Vollstdndigkeit halber die Koordinaten von P; und
P analytisch angegeben werden: Wegen der Aufgabenstellung gilt trivialerweise

P1(8]7). Py erhdlt man als (einzigen) Schnittpunkt von go mit Ki:

(=3 +@y—7)72=25
21z — 20y = 68

1
ﬁ-(68—|—20y):x

(1 : (68+20y)—3>2+(y—7)2 =25

21
20 5\ 2 9
20 5 _ 729
<2ly+21) +(y—=17) 5
400 , 200 25

e, 2 _ 14y +49 =2
m TV T Y y+49=25

841y? — 5974y + 10609 = 0

103
= —~355
) 29 )
192
= — ~6.62
TS TP

Daher ist schlieBlich P (% %) ~ P, (6,62] 3,55).

19
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Anhang

Vektoren als Elemente eines (reellen) Vektorraumes werden mit kleinen Buchstaben und
Pfeil @, b, C, ..., reelle Zahlen mit griechischen Buchstaben® X, j, o, o, ... dargestellt.

Ein 3-dimensionales affines Koordinatensystem (KOS) einer 3-dimensionalen aﬂﬁrlgn
geoni?trie besteht aus einem fest gewédhlten Nullpunkt Fy und 3 Basisvektoren b1,
ba, b3, also 3 linear unabhéngigen Vektoren des der Geometrie zugrunde liegenden
Vektorraumes.

Der Ortsvektor 74 eines Punktes A ist der Verbindungsvektor von Py mit A. &

A
RA=Ta=|p | =X V1+p -bato- by
0

Die Koordinaten eines Punktes A beziiglich des KOS sind die Koordinaten des Ortsvek-
tors von A beziiglich der mit dem KOS gewéhlten Basis { b1,b2, 0 3} des Vektorraumes:

A(Alplo)

Die Koordinaten eines beliebigen Ortsvektors (etwa bei Parametergleichungen) wird mit

T

bezeichnet.

Gibt es im Vektorraum ein Skalarprodukt, so spricht man von einer EUKLIDischen Geo-
metrie. Man kann dann von Betrdgen und Winkel zwischen Vektoren bzw. Lingen von
Strecken und Winkel etwa in einem Dreieck sprechen.

Einem kartesischen KOS in einer EUKLIDischen Geometrie liegt eine Orthonormalbasis
(ONB) zugrunde. Dabei bedeutet ONB, dass die drei Basisvektoren alle den Betrag 1
haben (Einheitsvektoren) und paarweise aufeinander senkrecht stehen (Skalarprodukt
ist Null).

Das Standardskalarprodukt berechnet sich geméaf

U1 w1 3

—> —

v-w=| va || wo | = Zviwi = viwi + vows + V3W3 (12)
V3 w3 1=1

Dabei stehen in den Spalten die Koordinaten der Vektoren ¥ und @ beziiglich einer
ONB.

Da ein Skalarprodukt auch durch

T-w=|7| @] cos(£L(V;W)) =v-w-cos(£L(T;W)) (13)

Slies: lambda, mii, rho, sigma, ...

"Merke: Punkte sind keine Vektoren.

8In einer_alfﬁnen Geometrie existiert zu je zwei Punkten A, B ein Vektor ¥, der ,Verbindungsvektor
v = AB.
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dargestellt werden kann, lassen sich mit (13) und (12) Betrige? und Winkel angeben:

—> —
v

T =[] [T - cos (£ (F; 7))
= |Z* - cos0
7T =T =07
Daher gilt:
v=1|T|=VT T
7w 7w
und cos (L(T;0)) = 55— =
V- w]l vew

9 - 7
Fir den Betrag der Vektoren a, b,
—> - —
120, %] 12 ... .

—

c, ...

schreibt man sehr oft einfach a,b,c, ...
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