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1. Eigenschaften von exp und In
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1.1. Aligemeines — Klasse 10

1 n
e = lim (1 + —) ~ 2,718281828 € |R\Q
n— n

50
exp(z) = e”
e® >0 firallexeR
0<e®*<1 Lfallsz <0
e*>1 ,fallsx >0
In(e®) =z und ™% =exp(lnz) =2z (Umkehrfunktionen)
Inz >0 ,fallsxz>1
nzx<0 ,falls0<z<1
In z ist nicht definiert fir x <0
oL oY — oY

Inz+Iny=In(z-y)
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1.2. Analytisches — Klasse 12

() = &
/exdxzez—l—c

1

Inz) ==

(nz) =1

1
/—dm=1n|x| +c
x
(") =a-e* (Kettenregel)
1
/e“‘”dac: —- e +c
a

A S x ettenrege
(Iny(z)) = e y'(z) (Kettenregel)
)

yl(x = 1In T C
[ iy o=y +
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2. Graphische Darstellungen
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Abbildung 1: Graph der Funktionen exp und In
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Abbildung 2: Graph der Funktionen exp und In
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3. Differentialgleichungen
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3.1. Die homogene DGL 1. Ordnung

Seien a,b > 0 und y(x) eine auf IR definierte diffenzierbare Funktion mit y(z) > 0
fiir alle x € R. Wir wollen die DGL

ay +by =0 (20)
1osen. Man erhalt sofort
b
= —Z. 21
y ol (21)
/
y _ _b (22)
Yy a

Den letzten Schritt nennt man ,Separation der Variablen“. Durch Integration
auf beiden Seiten der Gleichung erhélt man (vergleiche (19))

/%dw = /—gdx (23)

b

Inly| +k"=lhy+k* = - (24)
b

Iny+hhk = —— -z (25)
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Dabei bedeutet k* die Integrationskonstante von beiden Integrationen. Ferner
setzt man zum besseren Rechnen £* = In k mit £ > 0. Damit ist schlie3lich

b
n(y-k) = — - (26)
exp(ln(y-k) = e o7 (27)
y k = e @ (28)
1
(.'17) = E . e_%’w (29)
Die Konstante k& wird aus den Anfangsbedingungen ermittelt.
Beispiel: Flir z =0 sei y =yg > 0:

1 by 1 1

= —.e a :—1:—
Yo=7q ¢ ? ? (30)
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3.2. Die inhomogene DGL 1. Ordnung

Seien a,b,c > 0, y(x) eine auf R definierte diffenzierbare Funktion und
0 <y(x) < ;. Wir wollen die DGL

ay' +by = c
l6sen. Man erhilt sofort
b
y = 2 -y (31)
y = —g : (y— %) (32)
! b
= (33)

Der letzte Schritt dient wie auf Seite 10 zur ,Separation der Variablen“. Durch
Integration auf beiden Seiten der Gleichung erhélt man — unter Beriicksichtigung
der Substitution y* =y — ¢ und wegen y*' = ¢/ sowie Gleichung (19)
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Die letzte Zeile erhdlt man durch Resubstitution. Wieder bedeutet k£* die In-
tegrationskonstante von beiden Integrationen und zum besseren Rechnen setzt
man k* = Ink mit k > 0. Beriicksichtigt man noch y — 7 <0, dann erhélt man

ln((g—y)-k) = —S-x (38)
exp(ln((%—y)-k)) = eev (39)

(%— )k = e i” (40)
yo) = - poeEn (1)

Die Konstante k wird aus den Anfangsbedingungen ermittelt.
Beispiel: Fiir x =0 sei y =

0:
Lo _bo_
k

daher
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